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�� ���� �� ���� ����	��
��� �����������
�����
��� ��� ��"� ��
 ��� ���
������������ �� ��� ��������� $�� ��		 ������
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�� ��� ��
�	 ��		 �� ���� ���	������ �� ��
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�������
� �� �����	 ����� �� ��� �� ��������
 ��

Pr {Xt+1 = j |X0 = i0, . . . , Xt = i} = Pr {Xt+1 = j |Xt = i}

��� �		 ���� ������ t ��
 �		 ������� ��� ������ �� +����� ����� ��������� ���
������ �����������

��� +����� ������� �� ����	���	
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 ������ ���������� �������
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 AAA� ��
� �� ��� 
��� ����� �� �� ����� ���� ��
�� �� ��� �������
 B �� ������� ����� �� ���� ����� ��� ������	 
����������� ��		
���� ��� ����( X0 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)� #�� ���� ��		 ������ �� �� ������
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�
�� �� 4����� �� �	� -/00*2 �� ��� ������ ������� ��
 ���� �� �����	�� ���
�� ������ ,� ��� ��� ������ ������ ���� '���
��
 ��
 5���6� ��
 �
���������	
������	��� �� ���� ��� ���	�������� ��� ��� 
����
���� ���������� �� �� ��� ���
�� ��� ������	��� �� ����������� ���� ���� �������


 ����
 �����

��� ������	 1

7�����		
 ��������� ����	�� ��� ��� ��	��������� 
����������� ��������� ����
������� 
���������
 �������( ��� ���
�� ������	�� ���� ��	��� �� [0, 1] ��

���
 ��� 	����
 �� ���� ����� �
 ��� ����	� �������� C� ��� &���� 
�����������
���������

� ���%
���������	 ����	� -*%����	�2 �� � �������� C ���� I2 �� I ���� ���
��		����� ����������(

-/2 ��� ����
 u, v �� I

C (u, 0) = 0 = C (0, v) -/2

��


C (u, 1) = u und C (1, v) = v -*2

-*2 ��� ����
 u1, u2, v1, v2 �� I ���� ���� u1 ≤ u2 ��
 v1 ≤ v2

C (u2, v2) − C (u2, v1) − C (u1, v2) + C (u1, v1) ≥ 0 -32

����� ��� ����� ������	 ����� �� ����	��(

W (u, v) = max (u + v − 1, 0)

M (u, v) = min (u, v)

Π (u, v) = u · v
1 �� ��� ������ ���� �	�
��� ���� ��	�
 
��
 �� ��� �	
����� �������
��� ��� ���&

�������	� ���� ����� ����'� ��
 �� ������
 �	 ��� ��������� �	�
�� 
��
 �� ���� ������

(	� ��� 
������ ������ ����� �	 ����	� �� ��� !)**+%, -����� !)**.%

8



0
0.5

1

0

0.5

1
0

0.5

1

(a) C(u,v)=min(u,v)
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(b) C(u,v)=max(u+v−1,0)
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(c) C(u,v)=u*v

(��
�� )� /���� 	� M−, W− 
�
 Π−�	�
���
��� ����� / ����� ��� ����� �� ����� ����	��� ��� ����
 ����	� C ��
 ����

(u, v) �� I2(

W (u, v) ≤ C (u, v) ≤ M (u, v)

��� ����	�� W ��
 M ���� ��� 	���� ��
 ����� 	���� ��� �		 ����	�� ��

��������� ��� ������� �������� ��
 �������� 
����
����9 Π ����
� ��� ��� ��%

����
�����

'�	��6� �������( :�� H �� � &���� 
����������� �������� �� ���
�� ������	�� x
��
 y ���� ������� F (x) ��
 G (y)� ����� ����� ����� ��� ����	� C ���� ����
��� �		 x, y ∈ R̄

H (x, y) = C (F (x) , G (y)) .

�� F ��
 G ��� ����������� ���� C �� ���)���

��� ��� ��������
 ���������� 
����������� F �� ��� ���
�� ������	� x� ���
���
�� ������	� u ���� ���� u := F (x) �� ������� 
���������
 �� [0, 1]� ;�����
��� 
����������� F �� ��� �������
 �� ��� ����	� ��������� ��� ����	� �����

<



��� ���������	 ���� �� ��� &���� 
����������� �������� H (x, y) �
&����
 �� ���
�������� �� ��� ������� ��
 �� �����
 ��� ��� ���	
��� �� 
����
�����

7���� ����	�

CGa
R (u, v) =

Φ−1(u)∫
−∞

Φ−1(v)∫
−∞

1

2π (1 − R2
12)

1/2
exp

(
−s2 − 2R12st + t2

2 (1 − R2
12)

)
dsdt-82

�%����	�

Ct
υ,R (u, v) =

t−1
υ (u)∫
−∞

t−1
υ (v)∫
−∞

1

2π (1 − R2
12)

1/2

(
1 +

s2 − 2R12st + t2

υ (1 − R2
12)

)
dsdt -<2

=	�
��� ����	�

C (u, v) =
(
u−θ + v−θ − 1

)− 1
θ ->2

7����	 ����	�

C (u, v) = exp
(
−
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 1
θ

)
-?2

����� ����	�

C (u) = −1

θ
log

(
1 +

(exp (−θu) − 1) (exp (−θv) − 1)

exp (−θ) − 1

)
-12

��� ��������� �� ��� ����	� �������� �������� ��� 
����
����� ��� ��� �������
��������� ��	��� ��� ����	�� �������� �� ��� �� ��� ������� �����( W, M ��
Π� ���	� / ����� ��� ����� �� ��� ���������� ������	 ��
 	������� ����� ���
��� ���� ����	�� ��������
 ������

��� 
����
 ����� �� ����	 �� ������ 2

:�� Xt �� � ���������� ���
�� ������	� ��� �		 t ∈ T � ����� t �� ��� ���� ��
���
,��� +����� ������ �� 
������� ��� ���	 ���������� ������� �� ��� ���
��

2 ��� ��	��� ��	 ���� �������
 ���  ���	� ����� �� ����� 	� �	�
�� ���� ����	�

�� ��� !)**+� �� 012 �� �33%� ��� ����� ����������	� 	� ��� ����	��� �� ����� �� -�����

!)**.� �� )*4%�

>
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6������ ���&
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����
���� 6������ �	�&
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����&

����

7����	� [−1,∞) \ {0} C{−1} = W C{0} = Π C{∞} = M

/
���� [1,∞) & C{1} = Π C{∞} = M

(���� (−∞,∞) \ {0} C{−∞} = W C{0} = Π C{∞} = M

/�
8 [−1, 1] C{−1} = W C{0} = Π C{1} = M

Π(u, v) = u × v, W (u, v) = max [u + v − 1, 0], M (u, v) = min [u, v]�

������	� Xt ����� �
 ��� ��)����� Xt ∈ T � ,� 
����
 ��� *%����	� �� �
�������� �� ��� �������	
 �� [0, 1] 
���������
 ���������� ���
�� ������	��(
C (u, v)� ���	
��� �� ��� +����� ������ ��� ������	� �� ��� ����	� ����
� ���
��� ������	 
����������� Xs� ��� ����� ��� ��� ��
 
����������� Xt �� ��� ����
���
�� ������	� X� �� �� 
����� ���� Ft ��� ����	����� 
����������� ��������
�� Xt �� ���� t ��
 ���� Fst ��� &���� ����	����� 
����������� �������� ��
��� ������	�� Xt ��
 Xs� �� ��� 	��� ���� �������� �� ����	� �������� �� ���
�������� �������(

Fst (x, y) = Cst (Fs (x) , Ft (y)) ,

����� Cst (u, v) ����� �� ��� &���� �������	��
 ��� Fs (x) < u ��
 Ft (y) < v� ��
����� ���� 4����� �� �	� 
����
 ��� ���
��� �� ��� *%����	�� ��
 ������ ����
���� �� ��� ���������� ���	�� �� ��� ��	���	������� �� ��������� ���
 �����

���� ��� ���� 
��������� �� ��� ����	� �������� ����� ��� ���������� �������	�����
�� ��� +����� ������ �����		
� 3

P (Xs < u | Xt = v) = Cst,2 (Fs (x) , Ft (y)) -02

���� s, t ∈ T ���� ���� t < s ��
 Cst ����	� �������� �� ���
�� ������	��
Xs��
 Xt�

�� ��� ������ ������������ �� ��� +����� ����� �� ��� ��� ������	 
�����������
��
 ��� ���������� ������ �� 
���� ��� ���������� �������� �� �� �������� ����
��� �������� ��� ������	 
����������� ��
 ��	
��� ��� ���������� ������ ��������
��� �� ������ �� ��� ��
 
������������ ��� ������	 ��
 ��� ��
 
������������
��� 	����
 �� ���� ����� �
 ���������� ������� 7���� ��� ���������� ������ ��
��� ����	��� ����� �� 
� ��� ���� ��� ������ ��� 
����
���� �� ��� ��


����������� �� ��� ������	 
����������� ��� �� ��� �������� �� 4����� �� �	�� ���
+����� ����� �� �������
 �
 ��� ������	 ��
 ��� ��
 
������������ �� ��		 �� ���

3 9�� ��� ��		� 	� ��� ���	��� :�) �� ��� ����� 	� ����	� �� ��� !)**+� ��� 01.&01*%�

?



����	� ��������� ��� ����	� �������� ���� ��� 
����
���� ��������� �������
��� ������	 ��
 ��� ��
 
������������ ��� ��������� �� ��� ����	� ��������
�������� ��� 
����
���� ��������� ��� ���������� ������ �� ��� ����	��� �����
������ ���� ��� ���� 
��������� �������� �� ��� ����	��

��� ������ �����		 �� ����	 �� ������

�� ���� �������� �� ���	
 ��� ����	� �������� �� ��� ������ ������� ��
 ������

��� ���������� �������	����� �� ����� �� ����	� ��������� ���������� �� 
����
��� ���
�� ������	� Xt �� ��� ������ ���
� �� ��� ��	���� �� � ������� ����� ��
���� t� ���	
��� ��� ������ ���
� �
���� �� '���
��
 @ 5���6�� ��� ����� �����
�� ��� ���
�� ������	�Xt ��		 �� AAA, AA, A, BBB, BB, B, CCC and D�
.������ ���� Xt �� � 
������� ������	�� ��� ���� ����� �� ����� �� 
������� ���
������	�� �� ��������� �
 ��� ���������� �� ���� ������ ���
� �� ��� �������� ��
���������� ��� ��� ������� �� ���� ����� �� ������� ���� ��� ��������� ����
��� ���� ��"� ����� �
 ��� ������	 ������� �� ���� ���� ��� ���������� ��
���� ������ ���
� �� ��� ������ �� ��������� �� ��� ������ ���
� i 
���
��� �

��� ����	 ������ �� ���������( ni∑

i
ni
� ���� ni �� ��� ������ �� ��������� �� ���

������ ���
� i� ,� ��	��	��� ��� �������	��
� ���� ��� �������� ��� ��� ������
���
� BB �
 f (Xt = BB) = nBB∑

i
ni
-
�����
 ��������2� ����� F (Xt = BB)

�� ��� ����	����� 
����������� �������� ��
 ����� ��� �������	��
� ���� ���
�������� �� �� ��� ������ ���
� BB �� ������� ��� ��
�� t ������ �� ��� �������
����� �� ����� ft (x) ��
 Ft (x)��� ��� 
�����
 ��
 ��� ����	����� 
�����������
�������� �� ������	�� �� ���� t�

��� ���������� ������ ����� ��� &���� 
����������� -�
�2 �� ��� ������	��Xs, Xt�
����� t, s (s < t) ��� ��� ������ �� ����� �� ��� �������� �������� ��� &���� ��%
��	����� 
����������� �������� �� Xs, Xt �� ����� �
 Fst� '���� Xt �� � 
�������
������	�� �� ������ ���	
 ��� ����	� �������� 
�����	
� �� ��� ����� �� ���
�������� 4����� �� �	� -/00*2 ��� ��� �������	������ ,� ��� ��� ���� �����%
��	����� �� 
���� ��� +����� ����� �� ����� �� ����	�� #
 ��� �������	������
�� �����
 ��� ������ ������ -����� ����	����� ��� ��� ��	���2 �� ����	�� ���
�����	 ���������� ��� ��� �������	����� ��( 4

P (x, s; y, t) =
C (F (x) , F (y)) − C (F (x − 1) , F (y))

f (x)
-/A2

��� �����	� ��	�� �		��������� ��� ��� �������	����� ������ ��� ���� �������
�� ��� �� ����� ��� ����������� �� ������	�� �� ��� ������ �� ���� �� �����

4 ;	
 ��� ��
 ���� ��������	� �� �		� 	� <	� !)**=� �� +24%� �� �		� 	� -�����

!)**.� �� )0% ����� �	 >���� +�:�4� 9�� ���	 ����	� �� ��� !)**+� ��� 01*&0)1%�

1
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��� �	��	����	� 	� ��� �	���	��	 �� ��� ��������� ��
 ��� ��
 	� ��� ������� ����
����	
 �� ����� 	� ��� 
������ ��
 �
�
������ 
������
��	� �
����	� !f (x) ��
 F (x)%�

??? ?? ? @@@ @@ @ 777 �

f0 (x) 1�1+41 1�)111 1�+411 1�+411 1�+411 1�)111 1�1+11 1�1141

F0 (x) 1�1+41 1�)+41 1�:=41 1�0+41 1�.=41 1�*=41 1�**41 )�1111

f1 (x) 1�1+11 1�)+11 1�+111 1�+411 1�+111 1�)111 1�1011 1�1411

F1 (x) 1�1+11 1�)211 1�:211 1�4*11 1�=*11 1�.*11 1�*411 )�1111
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(��
�� +�  ������	� ������ ��
 �
����	� 	� ��� ���� 
�������	� 	� ��� 7����	� �	�
��

θ = 8�

�� ���	� *� ����������� �� ��� �� ���� �����	� ��� =	�
��� ����	� ���� ���
��������� θ = 8�

������ �� ��	��	��� C (F0 (x) , F1 (x)) �
 ������� ��� ��	��� �� ��� �
�6� �� ���
����	� ��������� ,� ��� � 8 ∗ 8 ������� ����� �� ���	
 ��� �)������ /A ��
��� ��� ���������� ������� ,� ���� �� ��
��
 ��� ������ ������� ���� �

����������� ���� ���� ��	��� ��� �������� ��� ��������� ���� ��� 	��� ��	����
,� ��� ��� ��� ����	� �� ��� ��
�������� �� ����� * -�2� ��� ����������� ���
����� * -�2 �������� ��� ���� 
��������� �������� �� ��� =	�
��� ����	��

�� ��� ������ ������������ �� +����� ����� �� ��� ��� ������	 
�����������
��
 ��� ���������� ������ �� 
���� ��� +����� ������ �� �� �������� ���� �����%
��� ��� ������	 
����������� ��
 ��	
��� ��� ���������� ������ �������� ��� ��
������ �� ��� ��
 
������������ �� ��� �������� �� 4����� �� �	� -/00*2� ���
+����� ����� �� �������
 �
 ��� �������	 
������������ ��
 ��� ����	� ����%
����� #
 ��� ����	� ��������� �� ��� ������	 ��� 
����
���� ��������� ��

	���� ��� ����	� ��������
 �� 	��� �� ��� ���� 
����
���� ��������� ���
�� ������
� 7���� ��� �������	 
������������ ��
 ��� ���������� ����� ���

0



��� ������	��� ���� ��� 
������� �� ����������� �����
��� ������ �������� ��
��� ����������� ����� ����	� ������� ��� ������	��� ���� 
������� 
����
����
���������� 
�� �� ����� ����������� 
����������

� �����
�

��� �
�� �� ���� ����� �� ����
 �� ��� ���������� ���� ��� ������������ ��
��� ��������� �� ��� ������	�� ��		 �� 
������� 
�� �� ��� 
��������� �� �����
������������ ��� �����	� �����
��� ��� ������� �� ������ ���
��� ��� �������%
���� �� ��������� ��		 ���� ����������� �� �������� 
����
���� �� �� ��� ��
��� ���������� ��� ��������
 �
 ��� ����������� �� ��� ������	�� �� ��� ���
������ ��� ���� ��������� ������ �� ����� �� ��� ����	��� ����� ��� 
�������
������	���� #���
 �� ��� �������
 ���������� ��� ��	��	���
 ���������� ������
����	
 �� ��
������
 �� ����� �� ��� ������	�� -����� �� ����2 ��
��	
��� ���

�� ��� �����	� �� ������
 �������
 �� ��� ��������� ��
��	
��� ��� ��������
������ ,� �����
�� ��� /%
��� ��
 /A%
��� ���������� ������ �� ���&�������
���� 
������� ������	���� ��� �����	� �� ����
 �� ��� /%
��� ���������� ������
���� '���
��
 @ 5���6� ����� �� ���	� 3� ��� ������ ������ ��� ��� /A%
����
�����
 �� ���� ��� ��	��	���
 �� /A%��	
 ���
��� �� ��� ��� 
��� ����������
������( Q (10) = Q10 (1)� �������� �� ������ 8 ������	��� �� ����� �� ���	� 8�
��� ��� ������� �� ���� �����	� �� �� ��������	� ���� ���
 
���� �� ��� �����%
������ �����
��� ��� ������� �� ������ ���
��� ,� �����
 ��� ������ �� �������
�� 5�����	�� a ���� P a (0) �� ��� ������ t = 0� ��
 ���	
 ��� /%
��� ����������
������ �� ��
 ��� ������	�� ����������� �� ��� ��
 �� ��� ���� 
��� P a (1)(
P a (1) = P a (0) × Q (1)� �� ��� ���� ��
 �� ������
 �� ��� ��� �����������
�� ��� ������	��� �� ��� ��
 �� ��� ����� 
���( P a (10) = P a (0) × Q (10)�

#
 ����� �� ���� �����	� �� ������� �� �����
 ��� ��		����� �	����� �����
������� ��� �
�� �� ��� ����� �� ��� ��
����� ��
(

�
�	� � ��� ��������� �� ��� ������ ���������� ��� ����	����� ������ �	 	���

	���
� �� ��� �����	����� �� ��� ����������

�� ����� ���� �	���� �� ��	��	��� ��������� ��	�� ��� ���� ������	�� ���	��

�
 ��� ���������� ������ �������� ��� ��	�
��
 �� ��� �������	�� ����	� ����%
����� '���� ��� ��������� �� ��� ����	� 
��������� ��� 
����
���� �������
��

��������� �� ��������� ��	�� ���	
 
������� 
����
���� ���
��

�� �� ���������� ���� ��� 
����
���� ��		 
������� ���� ���� 	��� ����� �� ���
	����� t → ∞� �� ��		 ���� ��
����
���� ������� ��� ����������� �� ������	��
�� ��� ��������� P (0) ��
 ��� ��
 P (∞) �� ���� ����"��� ���� ���������

/A
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�� :� 7	��	����	� 	� ��� ���	�������� �	���	��	� �� ���� 	� ������ ���
�� �� ���

������� �	��� 	� �����

��
��	��� �	���� * ��
 3�

�
�	� 
 ��� ��������� �� ������ ������	 �� ��� ������ �� ���� ��� ��� � ��
��

��������� ������	�	 ��� ��� ���� ������� ������	�	�

�� ���� ����� �� ������� ��� ��������� ��	�� �� ����	� ��� /%
��� ��
 /A%
����
���� ����"�� �� ��	��	���
 ��� � �������	�� ������	��� �� ���� �	��� ����� ���
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